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Μια σφαίρα παίρνει την ανηφόρα 

Σε οριζόντιο επίπεδο κυλίεται µια σφαίρα µε ταχύτητα κέ-

ντρου µάζας υ0cm=6m/s. Σε µια στιγµή συναντά στην πορεία 

της ένα κεκλιµένο επίπεδο κλίσεως θ (ηµθ=0,6), στο οποίο 

συνεχίζει την κίνησή της, χωρίς να αναπηδήσει. 

i)  Αν το κεκλιµένο επίπεδο είναι λείο, σε πόσο ύψος θα 

ανέβη το κέντρο Ο της σφαίρας; 

ii) Αν υπήρχε τριβή, µε αποτέλεσµα να συνεχίσει η σφαίρα την κύλισή της, ποιο θα ήταν το 

αντίστοιχο µέγιστο ύψος ανόδου; 

iii) Ποιος ο ελάχιστος συντελεστής οριακής στατικής τριβής, µεταξύ σφαίρας και κεκλιµένου 

επιπέδου, για την παραπάνω άνοδο; 

iii) Αν µεταξύ σφαίρας και κεκλιµένου επιπέδου είχαµε συντελεστές τριβής µ=µορ=0,125, πό-

ση θερµική ενέργεια αναπτύσσεται κατά την άνοδο της σφαίρας κατά µήκος του επιπέ-

δου, αν η ακτίνα της σφαίρας ήταν R=0,2m και η µάζα της 1kg. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της σφαίρας Ι= 2/5 mR
2
, ενώ g=10m/s

2
. 

Απάντηση: 

i) Αν το επίπεδο είναι λείο, τότε οι δυνάµεις που ασκού-

νται στη  σφαίρα είναι αυτές του διπλανού σχήµατος, 

οπότε η σφαίρα επιβραδύνεται µεταφορικά, χωρίς όµως 

να υπάρχει κάποια ροπή που να µεταβάλλει την γωνιακή 

της ταχύτητα. Επειδή η µόνη δύναµη που παράγει έργο 

είναι το βάρος, δύναµη συντηρητική, η µηχανική ενέρ-

γεια παραµένει σταθερή, οπότε θεωρώντας τη δυναµική ενέργεια της σφαίρας στο οριζόντιο 

επίπεδο µηδενική, παίρνουµε: 
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ii) Αν η σφαίρα κυλίεται κατά την κίνησή της στο κε-

κλιµένο επίπεδο, τότε δέχεται επιπλέον και δύναµη 

στατικής τριβής, όπως στο σχήµα, η οποία όµως δεν 

παράγει έργο, αφού, κάθε στιγµή, ασκείται σε σηµείο 

µηδενικής ταχύτητας. Η ροπή της στατικής τριβής 

επιβραδύνει την περιστροφική κίνηση της σφαίρας, 
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µε αποτέλεσµα σε κάθε θέση να ισχύει υcm=ωR, οπότε στο ανώτερο σηµείο (3) όπου υcm=0, 

να έχουµε και ω=0. Αλλά τότε µπορούµε να εφαρµόσουµε ξανά την διατήρηση της µηχανι-

κής ενέργειας, όπως προηγούµενα: 
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iii) Ας δούµε λίγο αναλυτικότερα τι γίνεται µε τις ασκούµενες δυνάµεις 

(διπλανό σχήµα). Εφαρµόζοντας το 2
ο
 νόµο του Νεύτωνα και δουλεύο-

ντας µε τα µέτρα των µεγεθών έχουµε: 

Μεταφορική κίνηση: ΣFx=mαcm → mg·ηµθ-Τs=mαcm (1) 

Στροφική κίνηση: Στ=Ι·αγων → Τs·R= (2/5)mR
2
·αγων → 

Τs=(2/5)m(R·αγων)  (2) 

Αλλά αφού η σφαίρα κυλίεται ισχύει και  αcm=αγωνR  (3), οπότε από (1), (2) και (3) παίρ-

νουµε: 
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(ηµθ=0,6 οπότε συνθ=0,8, αφού ηµ
2
θ+συν

2
θ=1) 

iv) Προφανώς αφού µ=µορ=0,125, τιµή µικρότερη από αυτήν που υπολογίσαµε παραπάνω, η 

σφαίρα ανέρχεται κατά µήκος του επιπέδου, ολισθαίνοντας, οπότε η τριβή είναι τριβή ολί-

σθησης µε µέτρο: 

ΝΝσυνθµµ 18,0101125,0mgNT =⋅⋅⋅===  

Παίρνοντας ξανά το 2
ο
 νόµο θεωρώντας την κίνηση σύνθετη, έχουµε: 
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Μεταφορική κίνηση: ΣFx=mαcm → mg·ηµθ-Τ=mαcm (1α) 

Στροφική κίνηση: Στ=Ι·αγων → Τ·R= (2/5)mR
2
·αγων → 

Τ=(2/5)m(R·αγων)  (2α) 

Από (1
α
) βρίσκουµε ( ) .s/m5s/m16,010

m

T
g 22

cm =−⋅=−= ηµθα  

Η επιτάχυνση αυτή έχει φορά αντίθετη της ταχύτητας του κέντρου µάζας, οπότε η κίνηση 

είναι ευθύγραµµη οµαλά επιβραδυνόµενη, για την οποία ισχύουν: 

 

Η σφαίρα λοιπόν σταµάτησε να µεταφέρεται κατά µή-

κος του επιπέδου, µόλις φτάσει σε ύψος: 

h1=xολ·ηµθ=3,6·0,6m=2,16m. 

Πάµε στην περιστροφή, όπου από την (2α) έχουµε: 
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Η γωνιακή αυτή επιτάχυνση έχει επίσης κατεύθυνση αντίθετη της γωνια-

κής ταχύτητας, οπότε πρόκειται για «επιβράδυνση» και κατ’ αντιστοιχία 

της µεταφορικής κίνησης έχουµε: 

ω=ω0-αγων·t   (5)   και   ∆θ=ω0t – ½ αγωνt
2
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(5) βρίσκουµε τη γωνιακή ταχύτητα της σφαίρας, µόλις σταµατήσει η άνοδός της: 
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Εφαρµόζοντας την διατήρηση της ενέργειας ανάµεσα σε µια θέση στο οριζόντιο επίπεδο 

και στη θέση σε ύψος h1 παίρνουµε: 

Καρχ+Uαρχ=Κτελ+Uτελ+Qθ 
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Όπου Qθ η θερµική ενέργεια εξαιτίας της τριβής ολίσθησης. Οπότε: 
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Σχόλια: 

1) Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι στα τρία πρώτα ερωτήµατα, οι απαντήσεις δόθηκαν χωρίς να 

γνωρίζουµε µάζα και ακτίνα της σφαίρας. Πράγµα που σηµαίνει ότι ανεξαρτήτως συγκε-

κριµένων τιµών η απάντηση είναι ίδια, για όλες τις σφαίρες! 

2) Για να υπολογίσουµε την µηχανική ενέργεια που µετατρέπεται σε θερµική, θα µπορούσαµε 

να βρούµε την απόσταση κατά την οποία γλίστρησε η σφαίρα. 

Αν αντικαταστήσουµε στην (6) την τιµή του χρόνου, βρίσκουµε: 

∆θ=ω0t – ½ αγωνt
2
 =27rαd 

Αλλά τότε ήρθε σε επαφή µε το επίπεδο, µήκος τόξου ∆s=∆θ·R=5,4m, οπότε η σφαίρα 

γλίστρησε κατά: 

d=∆s-xολ=1,8m 

Αλλά τότε το έργο της τριβής είναι ίσο: 

WΤ=-Τ·d=-1,8J 

Οπότε η µηχανική ενέργεια που µετατρέπεται σε θερµική είναι Qθ=1,8J. 

dmargaris@gmail.com 

 

 


