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Ένας τροχός πάνω σε σανίδα. 

Σε λείο οριζόντιο επίπεδο ηρεµεί ένας τροχός µάζας Μ=10kg, πάνω 

σε µια σανίδα µάζας m=5kg. Οι συντελεστές τριβής µεταξύ τροχού 

και σανίδας είναι ίσοι µ=µs=0,2. Σε µια στιγµή t0=0 ασκούµε στο κέ-

ντρο του τροχού, µια οριζόντια σταθερή δύναµη F=50Ν, µέχρι τη 

χρονική t1=2s, οπότε παρατηρούµε ότι ο τροχός αρχίζει να κυλίεται (χωρίς να ολισθαίνει), ενώ ταυτόχρονα η 

σανίδα ολισθαίνει πάνω στο επίπεδο. ∆ίνεται η ροπή αδράνειας του τροχού ως προς τον άξονα περιστροφής 

του Ι= ½ ΜR
2
 και g=10m/s

2
. 

i)  Να σχεδιάστε τις δυνάµεις που ασκούνται στον τροχό και στην σανίδα. 

ii) Να βρεθεί η επιτάχυνση της σανίδας. 

iii) Να υπολογιστεί η ενέργεια που µεταφέρθηκε στο σύστηµα, µέσω του έργου της δύναµης F. 

iv) Πώς κατανέµεται η παραπάνω ενέργεια σε τροχό και σανίδα; 

v) Θέλουµε στο παραπάνω χρονικό διάστηµα t1=2s να πετύχουµε την µέγιστη δυνατή µετακίνηση του άξο-

να του τροχού. Για να το πετύχουµε αυξάνουµε το µέτρο της ασκούµενης δύναµης F, χωρίς όµως να ο-

λισθήσει ο τροχός πάνω στην σανίδα. Ποιο το κατάλληλο µέτρο της δύναµης F και ποιο είναι το ελάχι-

στο αναγκαίο µήκος της σανίδας; 

Απάντηση: 

 

i) Στο παραπάνω σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις σε κάθε σώµα χωριστά, όπου Τ η στατική τριβή που 

ασκείται στον τροχό και Ν η κάθετη αντίδραση από την σανίδα και όπου  έχουµε τα ζευγάρια δράσης 

αντίδρασης Τ-Τ΄, Ν-Ν΄.  

ii) Για την µεταφορική κίνηση του τροχού εχουµε: ΣFx=Μαcm → F-Τ=Μαcm  (1) 

Για την περιστροφική κίνηση: Στ=Ι·αγων → Τ·R= ½ ΜR
2
·αγων →  2Τ=  ΜR·αγων  (2) 

Για την σανίδα: ΣF=mα → Τ=mα (3) 

Τι σηµαίνει τώρα ότι ο τροχός δεν ολισθαίνει; Ας πάρουµε ένα σηµείο Α, επαφής 

του τροχού µε την σανίδα. ∆εν ολισθαίνει, σηµαίνει ότι το σηµείο αυτό, δεν έχει 

ταχύτητα ως προς τη σανίδα ή ισοδύναµα έχει κάθε στιγµή ίδια ταχύτητα µε την 

σανίδα. 

Αλλά το σηµείο Α, θεωρώντας ότι ο τροχός εκτελεί σύνθετη κίνηση, έχει µια ταχύτητα υcm εξαιτίας της 

µεταφορικής κίνησης του τροχού και µια υγρ λόγω της κυκλκής του κίνησης, όπως εµφανίζονται στο δι-
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πλανό σχήµα. Συνεπώς υ=υcm-υγρ → υ=υcm- ω·R, οπότε µε παραγώγιση παίρνουµε: 

cmdυdυ dω
R

dt dt dt
= −  ή 

α=αcm-αγων·R  (4) 

Με αφαίρεση των (1) και (2) κατά µέλη λαµβάνουµε: 

F-3Τ= Μ(αcm-αγων·R) → F-3Τ=Μα (5) 

Οπότε µε βάση την (3) η παραπάνω εξίσωση γίνεται F-3mα=Μα →  

2 2F 50
a m / s 2m / s

3m M 3 5 10
= = =

+ ⋅ +
 

iii) Η ενέργεια που µεταφέρθηκε στο σύστηµα µέσω της  δύναµης είναι ίση µε το έργο της F. Αλλά από την 

εξίσωση (5) βρίσκουµε  
F Ma 50N 10 2N

T 10N
3 3

− − ⋅
= = =  και από την (1) παίρνουµε: 

F-Τ=Μαcm  → 2 2

cm

F T 50 10
a m / s 4m / s

M 10

− −
= = =  

Έτσι το κέντρο του τροχού στο χρονικό διάστηµα των 2s µετατοπίζεται κατά: 

xcm= ½ αcmt
2
= ½ 4·2

2
m=8m → 

WF=F·x= 50·8J=400J. 

iv) Από την εξίσωση (4) παίρνουµε αγων·R=αcm-α=2m/s
2
. Αλλά τότε τη στιγµή t1=2s ο τροχός έχει ταχύτητα 

κέντρου µάζας υcm=αcm·t=4·2 m/s=8m/s  και γωνιακή ταχύτητα ω=αγων·t. 

Έτσι ο κύλινδρος έχει κινητική ενέργεια: 

Κ= ½ Μυcm
2
 + ½ Ιω

2
 = ½ Μυcm

2
 + ½ ½ ΜR

2
αγων

2
·t

2
 = ½ 10·8

2
J + ¼ 10·2

2
·2

2
J=320J+40J=360J. 

Αντίστοιχα η ταχύτητα της σανίδας είναι υ=αt=2·2m/s=4m/s, συνεπώς η κινητική της ενέργεια είναι: 

Κσ= ½ mυ
2
 = ½ 5·4

2
J=40J. 

v) Για να πετύχουµε την µεγαλύτερη δυνατή µετατόπιση του κέντρου του τροχού θα αυξήσουµε το µέτρο 

της ασκούµενης δύναµης F, αλλά υπάρχει ένας περιορισµός. Όταν αυξάνουµε την δύναµη αυξάνεται 

και η τριβή. Αλλά η µέγιστη δυνατή τιµή της τριβής είναι η οριακή τριβή Τορ =µs·Ν=µs·Μg=20Ν. 

Αλλά τότε από την (3) παίρνουµε για την σανίδα 
oρ 2 2
T 20

a m / s 4m / s
m 5

′ = = = , ενώ η εξίσωση (2) µας 

δίνει  2Τ=  ΜR·αγων  → ΄ 2 2

γων

2T 2 20
Ra m / s 4m / s

M 10

⋅
= = = , οπότε  από την (4) παίρνουµε: 

 α=αcm-αγων·R  → α΄cm=α΄+α΄γων·R= 8m/s
2
, συνεπώς από την (1) θα έχουµε: 

Fmax=Τ+Μαcm = 20Ν+10·8Ν=100Ν. 

Στην περίπτωση αυτή το κέντρο του τροχού θα µετα-

κινηθεί κατά: 

x΄cm= ½ α΄cm·t
2
= ½ ·8·2

2
m=16m. 

Η σανίδα εξάλλου θα έχει µετατοπισθεί κατά: 

x΄= ½ α΄t
2
 = ½ 4·2

2
m=8m. 
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Αλλά το ελάχιστο δυνατό µήκος της σανίδας θα είναι αυτό, που ο τροχός θα ξεκινά από το ένα της άκρο 

και στο χρονικό διάστηµα της επιτάχυνσης θα φτάνει στο άλλο της άκρο, όπως στο σχήµα. 

Άρα ΄

min cmx x 16m 8m 8m′= − = − =l . 
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