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Δυναμική ενέργεια στο βαρυτικό πεδίο.  

Θετική ή αρνητική; 

Γράφει το σχολικό βιβλίο: 

 

Μια πρώτη ένσταση θα µπορούσε να διατυπωθεί, για την απουσία της δυναµικής ενέργειας από τον παρα-

πάνω  ορισµό. Γιατί να µην ορισθεί το δυναµικό µέσω του πηλίκου: 

m

U
V A

A =  

όπου UΑ η δυναµική ενέργεια µιας µάζας m στη θέση Α; 

• Τι ακριβώς σηµαίνει ότι «είναι χρήσιµο το µέγεθος..»; Πού µας χρειάζεται; 

• Γιατί να χρησιµοποιούµε το έργο από το Α στο άπειρο; 

• Τελικά υπάρχει κάποια σχέση των παραπάνω, µε όσα έχουν διδαχθεί στην Α΄ Λυκείου για δυναµική 

ενέργεια ή πρόκειται για διαφορετικά πράγµατα; 

 

Ας ξεκινήσουµε µε όσα διδάσκουµε στην Α΄ Λυκείου. 

Παράδειγµα 1
ο
: 

Ένα σώµα µεταφέρεται από το σηµείο Α, στο οριζόντιο επίπεδο που περνά από 

τα σηµεία Γ και ∆. 

i) κινούµενο κατακόρυφα Α→Γ. 

ii) κινούµενο κατά µήκος της καµπύλης Αs∆. 

Πόσο είναι το έργο του βάρους για τις δύο διαδροµές; 

Απάντηση: 

Το έργο και στις δύο διαδροµές είναι το ίδιο (αφήνουµε την ακριβή µαθηµατική απόδειξη, η οποία δεν ε-

ντάσσεται στο στόχο µας…) και ίσο µε: 

WΑΓ=WΑ∆=w·(ΑΓ)=mg·y 

Όπου y η κατακόρυφη απόσταση της αρχικής θέσης Α από τις τελικές θέσεις ( Γ ή ∆).  

Η παραπάνω ιδιότητα του βάρους , µας επιτρέπει να ορίσουµε τις συντηρητικές (διατηρητικές) δυνάµεις, ως  

εκείνες τις δυνάµεις, που το έργο τους δεν εξαρτάται από τη διαδροµή, αλλά µόνο από την αρχική και τελική 
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θέση. 

Αλλά το γεγονός αυτό µας οδηγεί στη σκέψη, ότι µπορούµε να αποδώσουµε κάποια ποσότητα ορισµένης 

τιµής στο Α και άλλης τιµής στο Γ, όπου το έργο Α→Γ να είναι ίσο µε τη διαφορά ΠΑ-ΠΓ. Αλλά αν θέλουµε 

αυτή η διαφορά να είναι ίση µε το έργο, θα πρέπει η ποσότητα Π να έχει διαστάσεις έργου (ισοδύναµα ενέρ-

γειας), οπότε οδηγούµαστε στο να αποδώσουµε ∆υναµική ενέργεια στο σώµα στις θέσεις Α… Γ. 

 

Πόση είναι η δυναµική ενέργεια στη θέση Α; ∆εν ξέρουµε, ούτε έχει κάποια αξία να ξέρουµε την τιµή της. 

Αυτό που έχει σηµασία, είναι η διαφορά UΑ-UΓ, αφού αυτή είναι ίση µε το WΑ→Γ. 

Έτσι η µαθηµατική εξίσωση που έχει αξία και ουσιαστικό περιεχόµενο, είναι αυτή που µας επιτρέπει να υ-

πολογίζουµε το έργο του βάρους: 

ΓΓ
UUW AA −=

→
  (1) 

Ας δούµε ένα παράδειγµα: 

Παράδειγµα 2
ο
: 

Ένα σώµα µάζας 1kg αφήνεται να πέσει ελεύθερα από το σηµείο Α και µετά από λίγο 

περνά από τη θέση Γ, του σχήµατος. Θέλουµε την ταχύτητα του σώµατος στη θέση Γ. 

∆ίνονται y1=8m και y2=3m, ενώ g=10m/s
2
 και η αντίσταση του αέρα θεωρείται αµελη-

τέα. 

Ο µαθητής Χ αποδίδει δυναµική ενέργεια στο σώµα 60J, στη θέση Α, ενώ ο µαθητής Υ 

υποστηρίζει ότι UΑ=100J.  

Με βάση αυτές τις υποθέσεις, ποια ταχύτητα υπολογίζουν για τη θέση Γ και ποια η δυ-

ναµική ενέργεια του σώµατος στη θέση Γ; 

Απάντηση: 

Το σώµα µετατοπίζεται κατά ∆y=y1-y2=h µε αποτέλεσµα το βάρος να παράγει έργο WΑΓ=w·h=mgh, οπότε 

µε εφαρµογή του θεωρήµατος µεταβολής της κινητικής ενέργειας για το σώµα, παίρνουµε: 

ΚΓ-ΚΑ=WΑ→Γ → →=− mgh0m
2

1 2

Γ
υ  

s/m10s/m5102gh2 =⋅⋅==υ  

• Ο µαθητής Χ, από την (1) υπολογίζει  

J10mghUWUUUUW AAAAA =−=−=→−=
→→ ΓΓΓΓ

 και 

Υποστηρίζει ότι: 

Το σώµα στη θέση Α έχει ενέργεια (δυναµική) 60J, ενώ φτάνοντας στο Γ έχει ενέργεια: 

Κ+U= J60J10J50Um
2

1 2
=+=+

ΓΓ
υ  

Συνεπώς η (µηχανική) ενέργεια διατηρείται. 
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• Ο µαθητής Υ, από την (1) υπολογίζει  

J50mghUWUUUUW AAAAA =−=−=→−=
→→ ΓΓΓΓ

 και 

Υποστηρίζει ότι: 

Το σώµα στη θέση Α έχει ενέργεια (δυναµική) 100J, ενώ φτάνοντας στο Γ έχει ενέργεια: 

Κ+U= J100J50J50Um
2

1 2
=+=+

ΓΓ
υ  

Συνεπώς η (µηχανική) ενέργεια διατηρείται. 

 

Συµπέρασµα:  

∆εν έχει καµιά αξία η δυναµική ενέργεια που θα αποδώσει κάθε µαθητής στο σώµα, σε µια θέση. Αυτό που 

έχει αξία, είναι το έργο του βάρους, κατά συνέπεια η µεταβολή στη δυναµική ενέργεια. 

Αυτό µας επιτρέπει να ορίζουµε αυθαίρετα σε ποια θέση θα θεωρήσουµε ότι U=0! 

 

Παράδειγµα 3
ο
: 

Μια πέτρα µάζας 1kg αφήνεται να πέσει από ύψος h=1,25m από την επιφάνεια της 

Γης. Φτάνοντας στο έδαφος συναντά ένα πηγάδι βάθους 3,75m. Με ποια ταχύτητα 

φτάνει στον πυθµένα του; 

Την απάντηση θα δώσουν δυο µαθητές. Ο Χ θεωρεί ότι η πέτρα στο έδαφος έχει U=0, 

ενώ ο Υ θεωρεί ότι U=0, στον πυθµένα του πηγαδιού.  

Οι µαθητές αρχικά εφαρµόζουν το ΘΜΚΕ, αλλά τελικά κάνουν και έναν ενεργειακό 

έλεγχο. 

Απάντηση: 

Με εφαρµογή του ΘΜΚΕ µεταξύ των Α και Γ, βρίσκουν: 

ΚΓ-ΚΑ=WΑ→Γ → →=− mgh0m
2

1 2

Γ
υ  

s/m10s/m)75,325,1(102gh2 =+⋅⋅==υ  

Ο Χ λέει: 

Στη θέση Α η πέτρα έχει δυναµική ενέργεια UΑ=mgh=12,5J, ενώ στη θέση Γ θα πρέπει να έχει ίση ενέργεια, 

οπότε ΚΓ+UΓ=12,5J → UΓ=12,5J- ½ mυ
2
=-37,5J. 

Ο Υ λέει: 

Στη θέση Α η πέτρα έχει δυναµική ενέργεια UΑ=mgh=1·10·(1,25+3,75)J=50J, ενώ στη θέση Γ θα πρέπει να 

έχει ίση ενέργεια. Ας την υπολογίσουµε:  ΚΓ+UΓ= ½ mυ
2
+0 = 50J. 

 

Πόση είναι τελικά η δυναµική ενέργεια στον πυθµένα του πηγαδιού; Θετική ή αρνητική; 

Ο Χ βρίσκει ότι U=-37,5J ενώ ο Υ είχε (αυθαίρετα ορίσει) ότι U=0.  
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Τι σηµαίνει αρνητική δυναµική ενέργεια για τον Χ; Σηµαίνει δυναµική ενέργεια 37,5J λιγότερη από όσο έχει 

στο Α (όπου επίσης αυθαίρετα πήρε ότι U=0). Ισοδύναµα σηµαίνει ότι πρέπει να ασκηθεί κάποια εξωτερική 

δύναµη στην πέτρα για να την µεταφέρει από τον πυθµένα στην επιφάνεια του εδάφους και µέσω αυτής της 

δύναµης, θα πρέπει να δοθεί ενέργεια 37,5J στην πέτρα, για να αποκτήσει δυναµική ενέργεια µηδενική. Εί-

ναι σαν να χρωστάει κάποιος 37,5€, οπότε πρέπει να του δώσει κάποιος 37,5J για να ξεχρεώσει… 

 

Βέβαια και στην περίπτωση αυτή, θα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε τα δυναµικό. 

Για τον Χ, η πέτρα ξεκινά να κινείται από τη θέση Α, όπου kg/J5,12
m

U
V A

A +== και φτάνει στη θέση Γ 

όπου VΓ=-37,5J/kg! 

Για τον Υ, η πέτρα ξεκινά από το Α, όπου VΑ=50J/kg και φτάνει στο Γ, όπου VΓ=0. 

 

Ας έρθουµε τώρα στο βαρυτικό πεδίο της Β΄ τάξης. Έχουµε κάτι διαφορετικό;  

Όχι η κατάσταση είναι ακριβώς η ίδια. Οι ίδιες ιδέες, οι ίδιοι ορισµοί. 

Το µόνο που αλλάζει είναι ο υπολογισµός του έργου του βάρους που παράγεται. 

 

Παράδειγµα 4
ο
: 

 Ας πάρουµε την περίπτωση όπου ένα σώµα 1kg αφήνεται να κινηθεί από ύψος h από την επιφάνεια της Γης 

και ζητάµε την ταχύτητα µε την οποία φτάνει στο έδαφος, σε δυο περιπτώσεις. 

α) Αν h=5m και  

β) αν h=RΓ, όπου RΓ η ακτίνα της Γης. 

∆ίνονται g0=10m/s
2
, RΓ=6.400km,  ενώ 

r

mM
GW r

Γ
=

→∞
 όπου rW

→∞
 το έργο του βάρος κατά τη µετακί-

νηση του σώµατος από πολύ µεγάλη απόσταση (από το άπειρο) σε απόσταση r από το κέντρο της γης. Υπο-

θέτουµε ότι δεν έχουµε ατµόσφαιρα και αντίσταση από τον αέρα. 

Απάντηση: 

α) Αν θελήσουµε να κάνουµε σχήµα, θα έχουµε την εικόνα του διπλανού σχήµατος και 

δουλεύοντας όπως στην Α΄τάξη, θα ορίσουµε U=0 στο έδαφος και θα έχουµε: 

Κτελ-Καρχ=Ww → ½ mυ
2
=mgh → 

s/m10s/m5102gh2 =⋅⋅==υ  

Και µιλώντας για ενέργειες, θα ερµηνεύαµε λέγοντας ότι αρχικά το σώµα είχε δυναµική 

ενέργεια UΑ= mgh=50J, η οποία µετατρέπεται σε κινητική τη στιγµή που φτάνει στο έδα-

φος: 

(Κ= ½ mυ
2
 =50J). 

β) Τώρα αν θελήσουµε να κάνουµε σχήµα, θα σχεδιάζαµε το δεύτερο σχήµα. Παίρνοντας 

w
r

A

h

υ
r

 

 

 

A

w
r

υ
r

 



Υλικό Φυσικής-Χηµείας Βαρύτητα 

 

  www.ylikonet.gr 

 

 

5

το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του σώµατος από τη θέση Α µέχρι την επιφάνεια της Γης, έχουµε: 

Κτελ-Καρχ=Ww → ½ mυ
2
=0= Ww  (2) 

Ναι, αλλά το βάρος δεν είναι σταθερή δύναµη, οπότε το έργο του βάρους δεν µπορεί να υπολογιστεί από την 

εξίσωση W=mgh! Εδώ χρειάζονται τα µαθηµατικά και ο υπολογισµός ενός ολοκληρώµατος… 

Ας παρακάµψουµε το πρόβληµα υπολογίζοντας το έργο από τα δεδοµένα µας. Αν Γ ένα σηµείο στην επιφά-

νεια της Γης έχουµε: 

AAAA WWWWWW
→∞→∞→→→∞→∞

−=→+=
ΓΓΓΓ

→ 

Γ

Γ

Γ

Γ

Γ

ΓΓ

Γ

Γ

Γ

R2

mM
G

R2

mM
G

R

mM
G

r

mM
G

r

mM
GW

A

A =−=−=
→

 (3) 

Αλλά στην επιφάνεια της Γης, για την επιτάχυνση της βαρύτητας ισχύει: 

2

020 RgGM
R

M
Gg

ΓΓ

Γ

Γ
=→=  

Και η (3) γίνεται: 

Γ

Γ

Γ

Γ

Γ

Γ
Rmg

2

1

R2

Rmg

R2

mM
GW 0

2

0
A ===
→

 (4) 

Επιστρέφοντας στην σχέση (2) παίρνουµε: 

.s/m000.8s/m10400.6
m

Rmg

m

W2 30A
=⋅===

→ ΓΓ
υ  

 

Και το ερώτηµα που τίθεται τώρα, είναι πόση ενέργεια έχει το σώµα στη θέση Α και πόση στη θέση Γ, στην 

επιφάνεια της Γης;  

• Αν θεωρήσουµε ότι UΓ=0, τότε UΑ-UΓ=WΑ→Γ  ή UΑ=WΑ→Γ=
Γ

Rmg
2

1
0 =32·10

6
J, ενώ ΚΑ=0. Το σώ-

µα φτάνοντας στην επιφάνεια της Γης θα έχει µόνο κινητική ενέργεια ΚΓ= ½ mυ
2
=32·10

6
J. Η µηχα-

νική ενέργεια διατηρείται. 

• Αν θεωρήσουµε ότι U∞=0, τότε U∞-UΑ=W∞→Α → 

UΑ=-W∞→Α Γ

Γ

Γ

Γ

Γ Rmg
2

1

R2

Rmg

R2

mM
G 0

2

0
−=−=−=  ή 

UΑ=-32·10
6
J=Εµηχ/Α. 

Το σώµα φτάνοντας στην επιφάνεια της Γης έχει οµοίως δυναµική ενέργεια: 

UΓ=-W∞→Γ=
Γ

Γ

Γ

Γ

Γ Rmg
R

Rmg

R

mM
G 0

2

0
−=−=−= , συνεπώς µηχανική  ενέργεια: 

.J1032J1064J1032Rmgm
2

1
UK 666

0

2
⋅−=⋅−⋅=−=+

ΓΓΓ
υ  
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Συµπέρασµα: µπορούµε ξανά να ορίσουµε U=0 σε οποιοδήποτε σηµείο επιθυµούµε, χωρίς αυτό να αλλάζει 

καθόλου την επίλυση ενός προβλήµατος. Το ποιο σηµείο επιλέγουµε, εξαρτάται από το πρόβληµα και από τι 

µας «συµφέρει» µε την έννοια να έχουµε λιγότερες πράξεις… 

Ερώτηση: 

Και τελικά γιατί βάζουµε, σύµφωνα µε το σχολικό βιβλίο, V∞=0 και U∞=0; 

Αυτό είναι η µισή αλήθεια…  

• Είναι κατ’  αρχήν µια «λογική» επιλογή. Στο άπειρο δεν υπάρχει αλληλεπίδραση, οπότε γιατί να α-

ποδώσουµε δυναµική ενέργεια αλληλεπίδρασης; Το πιο λογικό είναι να θεωρήσουµε ότι όταν r→∞, 

τότε U→0. 

• Αν µας ενδιαφέρουν προβλήµατα ουράνιας µηχανικής και αλληλεπίδρασης µεταξύ ουρανίων σωµά-

των, γιατί να προτιµήσουµε κάτι άλλο, παρά να θεωρήσουµε ότι σε µακρινές αποστάσεις η δυναµι-

κή ενέργεια είναι µηδενική; 

• Αλλά και σε προβλήµατα µε τη Γη, αν η κίνηση γίνεται σε µεγάλα ύψη (δορυφόροι ή ταχύτητες δι-

αφυγής), «βολεύει» να µηδενίζουµε την δυναµική ενέργεια στο άπειρο.. 

 

Παρόλα αυτά, κανείς δεν µας απαγορεύει να δουλέψουµε µε άλλο σηµείο αναφοράς, δηλαδή σηµείο για το 

οποίο V=0 ή ισοδύναµα που η δυναµική ενέργεια ενός σώµατος να είναι µηδενική. Ας το δούµε: 

 

Παράδειγµα 5
ο
: 

Αναφερόµενοι στο σηµείο Α του προηγούµενου παραδείγµατος, το οποίο απέχει κατά h=RΓ από την επιφά-

νεια της Γης, πόσο είναι το δυναµικό του βαρυτικού πεδίου της Γης στο σηµείο Α; Ισχύουν τα παραπάνω 

δεδοµένα. 

Απάντηση: 

Το ερώτηµα δεν έχει απάντηση, αφού δεν προσδιορίστηκε σε ποιο σηµείο θα έχουµε V=0. Έτσι: 

i) Αν V∞=0, τότε: 

r

M
G

m

r

M
G

m

W

m

W
V AA

A
Γ

Γ

−=

−

=
−

==
→∞∞→ → 

kg/J1032Rg
2

1

R2

Rg

r

M
GV 6

0

2

0
A ⋅−=−=−=−=

Γ

Γ

ΓΓ  

ii) Αν πάρουµε το δυναµικό µηδέν στην επιφάνεια της Γης  (VΓ=0): 

m

W
V A

A
Γ→

=  

Αλλά µε βάση την σχέση (4) 
Γ

Γ

Γ

Γ

Γ

Γ
Rmg

2

1

R2

Rmg

R2

mM
GW 0

2

0
A ===
→

οπότε: 
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kg/J1032Rg
2

1

m

Rmg
2

1

m

W
V 6

0

0
A

A ⋅====
→

Γ

Γ
Γ  

iii) Θα µπορούσαµε βέβαια να πάρουµε και VΑ=0 εξ υποθέσεως! Κανείς δεν µας το απαγορεύει… 

Βέβαια στην περίπτωση αυτή θα είχαµε άλλη τιµή δυναµικού, για παράδειγµα, στην επιφάνεια της Γης. 

Πράγµατι τότε: 

kg/J1032Rg
2

1

m

Rmg
2

1

m

W

m

W
V 6

0

0
AA

⋅−=−=

−

=
−

==
→→

Γ

Γ
ΓΓ

Γ
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