
Στροφορµή και ρυθµός µεταβολής της. 

Μια λεπτή δοκός µάζας m1=10kg, ηρεµεί στηριζόµενη σε δύο τρίποδα Α και Β, τα οποία απέ-

χουν εξίσου από τα άκρα της. Πάνω στη δοκό, στη θέση του τρίποδου Α ηρεµεί ένας κύλινδρος 

µάζας Μ=10kg και ακτίνας 0,4m. Σε µια στιγµή δέχεται την επίδραση οριζόντιας σταθερής δύ-

ναµης F=120N, όπως στο σχήµα, οπότε αρχίζει να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει και µετά από 1s 

φτάνει στο άλλο τρίποδο Β. Στη διάρκεια της κίνησης η δοκός δεν κινείται. 

 

i)   Να υπολογιστεί η απόσταση (ΑΒ) 

ii)  Για τη στιγµή που ο κύλινδρος περνά από το Β να βρεθούν: 

α)  Η στροφορµή και ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής του κυλίνδρου ως προς τον άξο-

να περιστροφής του. 

β)  Η στροφορµή και ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής του κυλίνδρου ως προς τον άξο-

να που περνά από το σηµείο επαφής του κυλίνδρου µε τη δοκό στην αρχική του θέση και 

είναι κάθετος στο επίπεδο του σχήµατος. 

iii) Μεταξύ της δοκού και του Α τρίποδου δεν αναπτύσσεται τριβή.  

α) Ποιος ο ελάχιστος συντελεστής οριακής στατικής τριβής µεταξύ δοκού και Β τρίποδου, 

ώστε η δικός να παραµένει ακίνητη στη διάρκεια του πειράµατος; 

β)  Ποιο είναι το µέγιστο µήκος της δοκού, ώστε κατά την κίνηση του κυλίνδρου κατά µή-

κος της, να µην ανατραπεί; 

∆ίνεται για τον κύλινδρο Ι= ½ ΜR
2
 ως προς τον άξονα περιστροφής του και g=10m/s

2
. 

Απάντηση: 

i) Οι δυνάµεις που ασκούνται στον κύλινδρο φαίνονται στο διπλανό σχή-

µα. Ο κύλινδρος εκτελεί σύνθετη κίνηση η οποία µπορεί να θεωρηθεί 

ότι αποτελείται από µια µεταφορική και µια στροφική. Στην κατακόρυ-

φη διεύθυνση ο κύλινδρος ισορροπεί οπότε ΣFy=0 ή Ν=Μg=100Ν.  

Εφαρµόζουµε το 2
ο
 νόµο του Νεύτωνα για τον κύλινδρο: 

Για  τη µεταφορική κίνηση: 

ΣFx= Μ·αcm → F-T=M·αcm  (1) 

Για την στροφική κίνηση (θεωρούµε θετική τη φορά περιστροφής): 

Στ=Ι·αγων →  Τ·R= ½ ΜR
2
·αγων → Τ= ½ Μ·αcm  (2) 

Αφού  για την κύλιση ισχύει αcm=αγων·R 

Με πρόσθεση των (1) και (2) κατά µέλη παίρνουµε: 
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Και Τ= ½ Μ·αcm = 40Ν 

Εποµένως η µεταφορική κίνηση του κυλίνδρου είναι ευθύγραµµη οµαλά επιταχυνόµενη για 

την οποία: 

x= ½ αcm·t
2
= ½ 8·1

2
m= 4m  και 

υcm= αcm·t = 8·1 m/s= 8m/s 

Συνεπώς η απόσταση (ΑΒ)=4m. 

ii) Αφού κυλίεται ο κύλινδρος ισχύει υcm= ω·R → ω=20rad/s, οπότε 

α)  Ως προς τον άξονα περιστροφής του έχουµε: 

L=Ι·ω = ½ ΜR
2
·ω = ½ 10·0,4

2
·20 kg·m

2
/s = 16 kg·m

2
/s 
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Και µε αντικατάσταση  
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Τα αντίστοιχα διανύσµατα έχουν τη διεύθυνση του άξονα περιστροφής του κυλίνδρου 

που διέρχεται από το κέντρο της βάσης του Ο και φορά όπως στο διπλανό σχήµα. 

β)  Ως προς τον άξονα κάθετο στο επίπεδο του σχήµατος που περνά από το Α έχουµε: 

LΑ=Ι·ω+ Μυcm·R 

αφού ως προς τον άξονα αυτό, έχει στροφορµή και λόγω της  ιδιοπεριστροφής του Ιω, 

αλλά και στροφορµή σαν υλικό σηµείο κινούµενο µε ταχύτητα υcm. Με αντικατάσταση 

παίρνουµε: 

LΑ = ½ ΜR
2
·ω + Μυcm·R = (½ 10·0,4

2
·20 + 10·8·0,4) kg·m

2
/s = 48 kg·m

2
/s 

Ενώ 
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Τα αντίστοιχα διανύσµατα έχουν επίσης τη διεύθυνση του άξονα και φορά προς τα µέ-

σα. 
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iii) Έστω ότι κάποια στιγµή  ο κύλινδρος  απέχει κατά x από την αρχική του θέση. Οι δυ-

νάµεις που ασκούνται στη δοκό φαίνονται στο παρακάτω σχήµα, όπου Τ΄ η αντίδραση 



της τριβής (Τ΄=40Ν), Ν΄ η αντίδραση της Ν=100Ν, Τ1 η τριβή από το δεύτερο τρίποδο 

και Ν1, Ν2 οι κάθετες αντιδράσεις από τα τρίποδα. 

 

α)  Αφού η δοκός ισορροπεί ΣF=0, οπότε: 

ΣFx=0  ή  Τ1=Τ΄ = 40Ν    και    

ΣFy=0 ή  Ν1+Ν2=w1+ Ν΄ ή  Ν1+Ν2=200Ν (1) 

Αλλά και ΣτΑ =0  ή Ν2·(ΑΒ) –w1·(ΑΒ)/2-Ν΄·(x) =0 ή 

Ν2·4=100·2+100·x)  ή Ν2=50 + 25x   (Ν) (2) 

Για να µην ολισθήσει η δοκός θα πρέπει Τ1≤ Τορ ή µs·Ν2≥40 Ν  ή 
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Από την παραπάνω σχέση συµπεραίνουµε ότι όσο πιο δεξιά βρεθεί ο κύλινδρος τόσο µι-

κρότερος είναι ο απαραίτητος συντελεστής στατικής οριακής τριβής. Αυτό σηµαίνει ότι αν 

«κινδυνεύει» να ολισθήσει η δοκός, αυτή είναι η αρχική του θέση. Συνεπώς για να εξασφα-

λισθεί ότι δεν θα ολισθήσει η δοκός θα πρέπει 
50

40
≥sµ   άρα ο ελάχιστος συντελεστής ορι-

ακής στατικής τριβής είναι µsmin=0,8. 

β)  Εξάλλου από τις σχέσεις (1) και (2) βρίσκουµε: 

Ν1=200-50-25x  ή Ν1=150-25x 

Συνεπώς για να έχουµε ανατροπή, θα πρέπει να µηδενιστεί η δύναµη Ν1 από το πρώτο τρί-

ποδο, άρα: 

150-25x=0  ή x=6m 

Συνεπώς η µέγιστη απόσταση δεξιά του τρίποδου Β είναι d=x-4=2m και το ελάχιστον µή-

κος της δοκού είναι: 

d+ (ΑΒ)+d= 8m 
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