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Ταλαντώσεις σώματος  αλλά και συστήματος. 

Μια καλοκαιρινή  περιπλάνηση…. 

Τα  δυο σώµατα Α και Β µε ίσες µάζες m1=m2=m=1kg, ηρεµούν όπως στο σχήµα, ό-

που το ελατήριο έχει σταθερά k=100Ν/m, ενώ το Α βρίσκεται σε ύψος h=0,45m από το 

έδαφος. Αποµακρύνουµε κατακόρυφα προς τα πάνω το σώµα Α, κατά y1=0,1m και σε 

µια στιγµή που θεωρούµε t=0, το αφήνουµε ελεύθερο να κινηθεί εκτελώντας ΑΑΤ. 

i) Να βρεθεί η εξίσωση της αποµάκρυνσής του σε συνάρτηση µε το χρόνο, θεωρώ-

ντας την προς τα πάνω κατεύθυνση θετική. 

ii) Να βρεθεί η εξίσωση της τάσης του νήµατος σε συνάρτηση µε το χρόνο και να γί-

νει η γραφική της παράσταση. 

iii) Τη στιγµή που η τάση του νήµατος γίνεται ελάχιστη για τρίτη φορά, το νήµα κό-

βεται και τα σώµατα πέφτουν. Με την κρούση µε το έδαφος το σώµα Α προσκολ-

λάται. Να βρεθεί η ενέργεια της ταλάντωσης που θα εκτελέσει το Β σώµα. 

∆ίνεται g=10m/s2. 

Απάντηση: 

i) Η εξίσωση της αποµάκρυνσης του σώµατος Α δίνεται από την εξίσωση 

y=Α·ηµ(ωt+φο) 

όπου Α=y1=0,1m, sradsrad
m

k
/10/

1

100
===ω , ενώ τη στιγµή t=0, y=+Α, οπότε: 

+Α=Α·ηµφο → φο=
2

π
, συνεπώς η εξίσωση παίρνει τη µορφή: 
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ii)  Στην θέση ισορροπίας του σώµατος Α, έχουµε: 

ΣF=0 → Fελ=mg → mm
k

gm
1,0

100

1011 =
⋅

==∆l  

Όπου ∆ℓ η επιµήκυνση του ελατηρίου. 

Στην τυχαία θέση ταλάντωσης, για το σώµα Α θα έχουµε: 

ΣF=-ky → Fελ-mg=-ky → Fελ=mg-ky → 
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π
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Από την παραπάνω εξίσωση βλέπουµε ότι η δύναµη του ελατηρίου είναι πάντα θετική (φορά προς τα 

πάνω), πράγµα αναµενόµενο, αφού εκτρέψαµε το σώµα προς τα πάνω κατά y1, όσο και η επιµήκυνση 

του ελατηρίου, συνεπώς η αρχική θέση, ήταν η θέση φυσικού µήκους του ελατηρίου. 

Αλλά τότε η δύναµη του ελατηρίου στο σώµα Β, θα έχει φορά προς τα κάτω, µε το ίδιο µέτρο και από 

την ισορροπία του Β σώµατος παίρνουµε; 
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ΣFΒ=0 → Τ=w2+|Fελ| = 10+ 
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Και η γραφική της παράσταση είναι της µορφής: 

 

iii)  Τη στιγµή που η τάση του νήµατος γίνεται ελάχιστη, το σώµα είναι στην πάνω ακραία θέση της ταλά-

ντωσής του, έχοντας µηδενική ταχύτητα και µε βάση τα παραπάνω το ελατήριο έχει το φυσικό µήκος 

του. Κατά συνέπεια δεν ασκεί δύναµη στα σώµατα, τα οποία δεχόµενα µόνο το βάρος εκτελούν ελεύ-

θερη πτώση. Έτσι το σώµα Α, θα φτάσει στο έδαφος µετά από χρόνο: 

ss
g

h
tgth 3,0
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45,022

2

1 2 =
⋅
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Τη στιγµή αυτή, το Β σώµα θα έχει αποκτήσει ταχύτητα υ2=gt=10·0,2m/s=2m/s 

και αφού το Α θα σταµατήσει να κινείται, το Β θα αρχίσει να συσπειρώνει το ελα-

τήριο, ξεκινώντας την δική του ΑΑΤ, από µια θέση που το ελατήριο έχει το φυσικό 

του µήκος. 

Στη θέση όµως ισορροπίας του σώµατος Β ισχύει: 

ΣF=0 → Fελ=k·∆ℓ → mm
k

gm
1,0

100

1011 =
⋅

==∆l  

Συνεπώς τη στιγµή που αρχίζει την ταλάντωσή του απέχει κατά y2= 0,1m από τη θέση ισορροπίας του, 

έχοντας ταχύτητα 2m/s, οπότε η ενέργεια ταλάντωσής του είναι: 

JJJkymE 51,0100
2
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Τα παραπάνω είναι ερωτήµατα και για µαθητές.  

Ας το προχωρήσουµε όµως λίγο, το ίδιο θέµα, σε µια άλλη εκδοχή (µε αλλαγή µόνο της χρονικής στιγµής που κόβεται 

το νήµα..) για να δούµε, είναι το ίδιο εύκολη η κατάσταση; 

Αν το νήµα κοπεί τη στιγµή t1=0,1π s, να µελετηθεί  κίνηση του συστήµατος. 

Απάντηση: 

Τη στιγµή που κόβεται το νήµα, το Α σώµα βρίσκεται στην κάτω ακραία θέση της ταλάντωσης 

(t1= ½ Τ), οπότε το ελατήριο έχει επιµήκυνση ∆ℓο=2Α=0,2m. Αλλά τότε ασκεί δυνάµεις και στα 

δυο σώµατα, µε µέτρο Fο,ελ=k·∆ℓο=20Ν. Το αποτέλεσµα θα είναι το Α σώµα να επιταχυνθεί προς 

τα πάνω µε αρχική επιτάχυνση: 

αο,1=
22

1

1, /10/
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Ενώ το σώµα Β αποκτά επιτάχυνση µε φορά προς τα κάτω και µέτρο: 

αο,2=
22

2

2, /30/
1

1020
smsm

NN

m

gmFo =
+

=
+ελ  

 Στο διπλανό σχήµα έχουµε πάρει τα δυο σώµατα, σε µια τυχαία θέση κατά τη διάρκεια 

της πτώσης, να απέχουν κατά y1 και y2 από το σηµείο ανάρτησης. Προφανώς: 

y1 - y2=ℓ=ℓο+∆ℓ=ℓο+y   

όπου y η επιµήκυνση του ελατηρίου. 

Εφαρµόζουµε για κάθε σώµα το 2ο νόµο του Νεύτωνα και παίρνουµε: 

m1g-ky=m1·α1 (1) 

m2g+ky=m2·α2  (2) 

Πολλαπλασιάζουµε την (1) µε m2 και την (2) µε m1 και µε αφαίρεση κατά µέλη παίρνουµε: 

-k(m1+m2)y=m1m2(α1-α2) ή 
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2
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Αλλά y1 - y2=ℓο+y  → 
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Θέτοντας τώρα µ=
221

21 m

mm

mm
=

+
, όπου µ η ανηγµένη µάζα του συστήµατος παίρνουµε: 

0
2

2

=+ ky
dt

yd
µ  

Η παραπάνω διαφορική εξίσωση, είναι της ίδιας µορφής µε τη γνωστή µας εξίσωση που περιγράφει την 

ΑΑΤ, οπότε κατά αναλογία θα έχουµε:  

y=Α1·ηµ(ωt+φ0) 

όπου Α η µέγιστη επιµήκυνση, που στην περίπτωσή µας είναι η επιµήκυνση τη στιγµή που κόπηκε το νήµα, 

δηλαδή Α1=2∆ℓο=0,2m, srad
m

kk
/210

2
===

µ
ω ενώ για t=0, y=Α1, οπότε φο=

2

π
και η εξίσωση 

γίνεται: 
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2
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π
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Παρατηρούµε δηλαδή το ελατήριο να επιµηκύνεται και να συσπειρώνεται αρµο-

νικά µε το χρόνο, όπως θα το έκανε, αν το ένα του άκρο ήταν σταθερό και στο 

µ
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άλλο του άκρο υπήρχε υποθετικό σώµα, µε µάζα ίση µε την ανηγµένη µάζα του συστήµατος: 

µ=
221

21 m

mm

mm
=

+
. 

Ας δούµε τώρα µερικές όψεις της νέας πραγµατικότητας. 

Το κέντρο µάζας C του συστήµατος, προφανώς είναι το µέσον του ελατηρίου, αφού οι µά-

ζες είναι ίσες. 

Στη διάρκεια της πτώσης, ας πάρουµε έναν παρατηρητή Π, που «κάθεται» στο κέντρο µά-

ζας C. Προφανώς πρόκειται για έναν µη αδρανειακό παρατηρητή, ο οποίος επιταχύνεται 

προς τα κάτω µε επιτάχυνση g
r

. O παρατηρητής µας «βλέπει» να ασκείται σε κάθε σώµα 

και µια δύναµη d’ Alembert, w
r

− , όπως στο σχήµα. Αλλά τότε ο παρατηρητής Π, έχει δί-

πλα του ένα µονωµένο σύστηµα δύο σωµάτων για το οποίο ισχύει η αρχή διατήρησης της ορµής: 

02211 =+ υυ
rr

mm  

αφού η αρχική ορµή είναι µηδενική.  

Πράγµα που σηµαίνει ότι, κάθε στιγµή τα δύο σώµατα θα έχουν αντίθετες ταχύτητες 21 υυ
rr

−= , δηλαδή τη 

στιγµή που η ταχύτητα του ενός γίνεται µέγιστη, µέγιστη θα είναι και του άλλου, ενώ τη στιγµή που µηδενί-

ζεται η ταχύτητα του m1 θα µηδενίζεται και του m2.  

Προσοχή, µιλάµε για τις ταχύτητες των δύο σωµάτων, όπως τις µετράει ο µη αδρανειακός παρατηρητής που συµµετέχει 

στην κίνηση του κέντρου µάζας C. 

Αυτό, στην πράξη σηµαίνει ότι, καθώς το µήκος του ελατηρίου µεταβάλλεται αρµονικά, τη στιγµή που θα 

έχει το µέγιστο µήκος του, οι ταχύτητες των δύο σωµάτων θα είναι µηδενικές, ενώ θα είναι µέγιστες τη 

στιγµή που το ελατήριο θα έχει το φυσικό µήκος του. 

Αν τώρα ο Π παρακολουθήσει το σώµα Α µόνο, τι θα δει; 

Θα δει ένα σώµα, που θα είναι δεµένο στο άκρο του ελατηρίου (το άλλο άκρο του οποίου είναι ακίνητο, στο 

C), και ταλαντώνεται µε πλάτος Α1= ½ ∆ℓmax=0,1m. Και επειδή η σταθερά  αυτού του ελατηρίου είναι ίση 

µε k1=2k*, συνεπώς το σώµα θα ταλαντώνεται µε γωνιακή συχνότητα  ωω ===
m

k

m

k 2

1

1
1 , ίση µε την 

γωνιακή συχνότητα µεταβολής του µήκους του ελατηρίου, πράγµα αναµενόµενο, µε βάση την παραπάνω 

ανάλυση. 

Αλλά τότε για την αποµάκρυνση του σώµατος Α από τη θέση ισορροπίας του, θα έβρισκε την εξίσωση (θε-

τική φορά προς τα κάτω): 









+⋅=

2
2101,01

π
ηµ tx  (S.Ι.) 

Και αντίστοιχα για το σώµα Β: 









+⋅=

2

3
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π
ηµ tx    (S.Ι.) 
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Όλα αυτά όµως, όπως τα βλέπει ο παρατηρητής Π στο κέντρο µάζας C, ο οποίος επιταχύνεται προς τα κάτω 

εκτελώντας ελεύθερη πτώση.  

Ας κάνουµε τώρα ένα βήµα παραπέρα. 

 Ας φανταστούµε την κίνηση κάθε σώµατος σαν σύνθετη, αποτελούµενη από δύο ανεξάρτητες κινήσεις, ό-

που η µία είναι η ταλάντωση που αντιλαµβάνεται ο παρατηρητής Π και η άλλη η ελεύθερη πτώση, θα είχαµε 

για τις θέσεις κάθε σώµατος: 

Σώµα Α: 

y1=y01+
2

2

1

2
2101,0 gtt +








+⋅
π

ηµ  

Σώµα Β: 

y2=y02+
2

2

1

2

3
2101,0 gtt +








+⋅

π
ηµ  

Όπου y01 και y01 οι αρχικές θέσεις τους. 

 

Έτσι, για επιβεβαίωση ας βρούµε τις επιταχύνσεις των δύο σωµάτων, για τη στιγµή t=0, που κόβουµε το 

νήµα: 

Για το Α σώµα: 

gtt
dt

dy
+







+⋅⋅=

2
2102101,01 π

συν  → 








 +⋅−=+






 +⋅⋅⋅−=
2

21020
2

2102102101,0
2

1
2 π

ηµ
π

ηµ tggt
dt

yd
 

Και για t=0:  α1=10m/s2-20m/s2=-10 m/s2, δηλαδή επιτάχυνση µέτρου 10 m/s2 µε φορά προς τα πάνω. 

Για το σώµα Β: 

gtt
dt

dy
+







+⋅⋅=

2

3
2102101,02 π

συν → 








 +⋅−=+






 +⋅⋅⋅−=
2

3
21020

2

3
2102102101,0

2
2

2 π
ηµ

π
ηµ tggt

dt

yd
 

Και για t=0:  α2=10m/s2 +20m/s2=+30 m/s2, δηλαδή επιτάχυνση µέτρου 30 m/s2 µε φορά προς τα κάτω. 

Οι τιµές αυτές βλέπουµε να βρίσκονται σε συµφωνία µε τις τιµές που υπολογίστηκαν αρχικά και χωρίς εξι-

σώσεις κίνησης. 

 

Σχόλια: 

1) Έστω ένα ελατήριο, σταθεράς k, στο άκρο του οποίου ασκώντας µια δύναµη F, του προκαλούµε µια 

επιµήκυνση ∆ℓ, όπως στο σχήµα. 
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Από τον νόµο του Ηοοke παίρνουµε F=k·∆ℓ. 

Αν εστιάσουµε τώρα στο µισό τµήµα του ελατηρίου (ΑΒ), αυτό ισορροπεί, συνεπώς δέχεται από το άλ-

λο πάνω µισό (ΒΓ) µια δύναµη προς τα πάνω µέτρου F, αλλά τότε του ασκεί και δύναµη ίσου µέτρου, 

µε φορά προς τα κάτω, όπως στο τελευταίο σχήµα. Αλλά τότε το τµήµα (ΒΓ), το µισό ελατήριο, έχει ε-

πιµήκυνση ½ ∆ℓ, µε την επίδραση της δύναµης F, συνεπώς: 

k
FFF

k 2
2

2
1

1
1 =

∆
=

∆
=

∆
=

lll
 

∆ηλαδή το µισό ελατήριο έχει διπλάσια σταθερά, από την σταθερά k, όλου του ελατηρίου. 

Γενικότερα αν ένα ελατήριο, σταθεράς k, κοπεί σε ν ίσα µέρη, τότε το καθένα από αυτά θα έχει σταθε-

ρά k΄=νk. 

2) Στο παράδειγµά µας χρησιµοποιήσαµε δυο ίσες µάζες στα άκρα του ελατηρίου. Προφανώς το κάναµε 

για ευνόητους λόγους, αλλά δεν είναι απαραίτητο. Έτσι αν π.χ. m1=3m2, η κατάσταση δεν θα άλλαζε, 

όσον αφορά την αντιµετώπιση. Η εξίσωση 0
2

2

21

21 =+⋅
+

ky
dt

yd

mm

mm
 παραµένει η ίδια, όπως ίδια θα ήταν 

και η εξίσωση της επιµήκυνσης y=Α1·ηµ(ωt+φ0), αλλά προφανώς µε άλλη τιµή του ω, εξαρτώµενη από 

την τιµή της ανηγµένης µάζας.  

Αλλά και η αντιµετώπιση µέσω του κινούµενου παρατηρητή, θα ήταν ίδια, αλλά προφανώς το κέντρο 

µάζας δεν θα ήταν στο µέσον του ελατηρίου, αλλά στο σηµείο εκείνο για το οποίο m1·x1=m2·x2, δηλαδή 

σε σηµείο που θα απείχε κατά το ¼ του µήκος του ελατηρίου, από το Α σώµα. Αλλά τότε ο παρατηρη-

τής θα «έβλεπε» το σώµα Α να ταλαντώνεται στο άκρο ελατηρίου σταθερά k1=4k. Όσον αφορά το πλά-

τος της κάθε ταλάντωσης, θα προέκυπτε, αν ο παρατηρητής µας εφάρµοζε την διατήρηση της ορµής και 

της µηχανικής ενέργειας, ανάµεσα στην αρχική θέση και στη θέση που το ελατήριο θα αποκτούσε το 

φυσικό µήκος του. Έτσι: 

Από διατήρηση ορµής:    m1υ1+m2υ2=Ραρχ=0 → υ2=-3υ1. 

Από διατήρηση ενέργειας:  ( ) 2
22

2
11

2

2

1

2

1

2

1
υυ mmk o +=∆l  

Λύνοντας το σύστηµα υπολογίζει την ταχύτητα κάθε σώµατος και από εκεί το αντίστοιχο πλάτος ταλά-

ντωσης. 

dmargaris@sch.gr 

    


